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RIGIDITE D’EINSTEIN DU PLAN HYPERBOLIQUE COMPLEXE 


YANN ROLLIN 


Abstract. We prove that every Einstein metric on B'^ c asymptotic to the 
Bergman metric is equal to it up to a diffeomorphism. We need a solution of Seiberg- 
Witten equations in this infinite volume setting. Therefore, and more generally, if M'^ 
is a manifold with a CR boundary at infinity, an adapted spin^-structure which has 
a non zero Kronheimer-Mrowka invariant and an asymptotically complex hyperbolic 
Einstein metric, we produce a solution of Seiberg-Witten equations with an strong 
exponential decay property. 


1. Introduction 


Les quotients compacts lisses de I’espace hyperbolique reel et du plan hyperbolique 
complexe CTi? possedent une unique metrique d’Einstein a un diffeomorphisme et une con- 
stante multiplicative pres. Dans le cas reel, ce resultat topologique est obtenu grace a des 
techniques d’entropie | BCG ]. Dans le cas complexe, LeBrun demontre ce resultat par une 
voie tres differente utilisant les equations de Seiberg-Witten ||p. 

En volume infini, on salt d’apres |CY] que les domaines strictement pseudo-convexes de C"’ 
possedent une unique metrique complete de Kahler-Einstein a constante et biholomorphisme 
pres; de fagon analogue au cas compact, la question difficile de Tunicite de ces metriques en 
tant que metriques d’Einstein se pose alors. 

Dans cet article, nous traitons le cas particulier de la boule unite de munie de la 
metrique de Bergmann , qui est un modele du plan hyperbolique complexe On fixe 

un point de la boule et on note t la distance a ce point relativement a la metrique ; nous 
demontrons le theoreme de rigidite suivant annonce dans 0 : 

Theoreme 1. Soit g une metrique dEinstein sur la boule unite C telle que pres de 
I’infini on ait 

( 1 ) g = g'’^ + e~^%, <5 > 0 

et h borne en norme C°° relativement a g^. Alors il existe un diffeomorphisme f de B^ tel 

-f* 'hi 

que f g = g^. 


Remarque : en fait, I’hypothese sur le comportement asymptotique de g consiste, comme 
nous le verrons, a ne considerer que des metriques asymptotiquement hyperboliques com¬ 
plexes dont I’infini conforme est celui de 

La metrique hyperbolique complexe s’exprime classiquement en coordonnees polaires comme 
suit : notons p la distance euclidienne au centre de la boule B‘^ d’oti un diffeomorphisme 
B‘^\0 ~]0, l[x5^. On obtient alors une 1-forme de contact rj sur definie par rj = —Jdp/{2p) 
compatible avec le 5^-fibre de Hopf tt : —> CP^. Alors en posant t = argthp, on a 

g^ = dh + sh^(2t)r/^ -b sh^(t)7, 
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ou 7 est la metrique de Carnot-Caratheodory sur la distribution de contact definie par 
7 = dr]{-,J-) = avec la metrique de Fubini-Study sur CP^. En fait 7 ne depend 

du choix du centre de la boule qu’a un facteur conforme pres et la classe conforme [ 7 ] est 
appelee I’infini conforme de la metrique g. 

Pour chaque petite deformation de I’infini conforme Biquard construit une metrique 

d’Einstein asymptotiquement hyperbolique complexe sur la boule ; I’hypothese (||) du 
theoreme || est done bien entendu necessaire. 

La difRculte principale dans la demonstration du theoreme [I| est d’exhiber une solution des 
equations de Seiberg-Witten pour la metrique g, de volume infini, sans disposer d’un invariant 
defini a priori. Afin de resoudre ce probleme, nous approximons dans la section || la metrique 
g par une suite de metriques gr au bout desquelles on a adjoint un cone asymptotiquement 
plat. _ 

La theorie de Kronheimer et Mrowka [ KM ] fournit alors un invariant de Seiberg-Witten 
non nul relativement a la structure spin'^ canonique pour les metriques g-r- On en deduit une 
suite de solutions (Ai-jd*,-) des equations de Seiberg-Witten perturbees 


Dl'&r = 0 

ici B-r designe une suite de connexions asymptotiquement plates tendant vers la connexion 
de Chern B induite par g^ sur le fibre anti-canonique et {B,^q) est la solution standard des 
equations pour la metrique hyperbolique complexe; Wr est une suite de 1 -formes autoduales 
a supports compacts qui convergent vers zu telle que = g(<ho) + vj. K la. limite, la 
perturbation des equations se «detache» done. Par ailleurs nous verrons que I’hypothese 
sur le comportement asymptotique de g implique que vj possede une forte decroissance 
exponentielle. Nous demontrerons alors, que quitte a faire des changements de jauge, et a 
extraire une sous suite, nous pouvons faire converger (<!>,-, A,-) sur tout compact vers une 
solution (A, d)) des equations de Seiberg-Witten non perturbees pour la metrique g 


( 2 ) 


D»3. = 

/?+ — 
^ A ~ 


0 

q{^), 

avec a = A 0 B~^ et y? = <i> — <ho dans Lf. Ce premier resultat s’obtient via un controle 
uniforme sur Venergie des solutions (At-,^,-), section |3[ Une methode d’extraction similaire 
a permis d’obtenir un resultat de rigidite ||Bi2|l pour les quotients de volume hni de 
mais il n’y a pas besoin de hxer d’inhni conforme dans ce cas et le resultat d’unicite concerne 
toutes les metriques d’Einstein. En outre il est plus facile de faire converger les solutions 
en volume hni, car la borne a priori obtenue sur la partie spineur des solutions donne 
automatiquement un premier controle et il n’y a done pas besoin d’avoir recours a une 
energie (cf. egalement ||E 12 || pour une autre application en volume hni). 

Le comportement a I’inhni est a priori insufhsant pour donner a Fa la signiheation 
cohomologique dont nous avons besoin (cf. section^). Comme la metrique g est d’Einstein, 
son comportement asymptotique est alors precise dans les travaux d’Olivier Biquard et Marc 
Herzlich | BiH |. Nous en deduirons, en hxant une jauge de Coulomb pres de I’inhni, que a 
et (f en fait des avec e > 0 ; pour obtenir ce resultat, nous devrons analyser 

precisement le comportement asymptotique des equations linearisees et des laplaciens mis en 
jeux dans la section ^ entre des espaces de Sobolev a poids. 

Puis, la theorie de Chern-Weil pour la signature et la caracteristique d’Euler de [ BiH ] nous 
permet d’en deduire facilement le theoreme via une demonstration analogue a celle du cas 
compact. 

Plus generalement, nous demontrons I’existence une solution des equations de Seiberg- 
Witten dans les cas suivants : 
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Theoreme 2. Soit M^, une variete orientee avec un bord d I’infini muni d’une struc¬ 
ture CR et d’une 1-forme de contact rj compatible avec I’orientation. Soit g une metrique 
d’Einstein asymptotiquement hyperbolique complexe sur M, c’est a dire verifiant dans une 
trivialisation pres I’infini 

5 = + sh^(2t)r7^ + sh^(i)7 + 0(e“'^*), <5 > 0 

oil porte egalement sur les derivees successives et ^ = dr]{-, J-). 

Soit 5 une structure spin‘s sur M compatible avec la structure de contact, dont I’invariant 
de Kronheimer-Mrowka est non nul. Alors, les equations de Seiberg-Witten correspondantes 
admettent une solution {A, <I>) telle que A^B~^, <I> —<I>o et leurs derivees sont des 
avec e > 0 sufifisamment petit. 


Dans I’enonce, {B, $o) est la solution standard des equations de Seiberg-Witten pour une 
metrique formelle de Kahler-Einstein asymptotiquement hyperbolique complexe g definie 
pres de I’infini et telle que g — g = (cf. section ^). 

L’hypothese que g soit d’Einstein ne sert qu’a obtenir des renseignements supplementaires 
sur sont comportement asymptotique; on pent par exemple supposer a la place dans le 
theoreme ^ que g differe de g par un )*) avec e' > 0. 

L’existence de cette solution devrait etre justifiee plus naturellement par une theorie de 
Seiberg-Witten developpee directement sur les varietes d’Einstein asymptotiquement hyper- 
boliques complexes. 

Par ailleurs, le theoreme ^ permet de montrer des rapports interessants entre la geometric 
CR de Y et I’existence de remplissage par des metriques d’Einstein asymptotiquement hy¬ 
perbolique complexe. En combinant le theoreme avec | BiH |, Biquard obtient le resultat 
suivant (cf. section |6|) : sous les hypotheses du theoreme |2| , on a I’inegalite de Miyaoka-Yau 


( 3 ) 


0 < y(M) - 3r(M) + iy{docM) = 


8tt^ 


3|W-p-|W+|2 + ^ voR, 


'M 


ou sont les composantes de la courbure de Weyl et v est I’invariant de la structure CR a 


I’inhni de M introduit dans [|BiH[] (ou I’identite du membre de droite de (y) est demontree). 
De plus on a egalite si et seulement si g est la metrique hyperbolique complexe. 
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2. Metrique hyperbolique complexe - collage de cones 


2.1. Le plan hyperbolique complexe. On munit de la forme hermitienne {z,z) = 
—zqZo + + Z 2 Z 2 et on dehnit classiquement le plan hyperbolique complexe par = 

P{z G C^, (zjz) < 0}. L’espace tangent a C?i^ en un point z G est dehni par TzCB? = 
z^ = {y G C^, {z, y) = 0}. Plus generalement on veut pouvoir considerer tout vecteur de TC^ 
comme un vecteur tangent a : pour cela, il suffit de considerer la projection orthogonale 
de y G sur TzCTi?. On dehnit alors la metrique hyperbolique complexe sur CTifi par 


{z,z){y,y) - {z,y){y,z) 
-{z,zY 


( 4 ) 


aViv^y) 
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Elle est de Kahler-Einstein, sa courbure sectionnelle est comprise entre —1 et —4 et sa forme 
de Kahler decoule d’un potentiel 

(5) =—^ddhi{—{z,z)). 


2.2. Le modele de la boule. Si on fixe la coordonnee homogene zq = 1, CT-P est alors 
realise comme la boule unite 

= {izi,Z2) e C^, p{zi,Z2) = VlziP + \z2p < 1} C 


munie de la metrique de Bergmann 

(6) ^ _ ^2 + (1 - p 2)2 ■ 

On note vr : \ {0} ^ CP^ la projection canonique; on a des coordonnees polaires donnees 

par 

C2\{0} ^ ]0,+oo[x53 

(Z1,Z2) I-> (p,u), 

oil = dB^ ~ dooCTi"^ est la sphere unite de et 


u = 


-:izi,Z2). 


vl^TFTCT' 

Dans cette nouvelle carte, Taction de re*® G C* sur \ {0} est donnee par 

re*® • {p,u) = {rp,e^^ ■ u), 


oil e*® • u est Taction de Hopf de sur ; on note dr et de = irdr les champs de vecteurs 
sur C* induits par les coordonnees polaires re*®. Ces champs de vecteurs sont envoyes via 
Tapplication tangente en z = 1 a Taction de C* respectivement sur pdp et de = pJdp, oil par 
abus de langage de designe le champ de vecteurs tangent a Taction de Hopf de sur 5^. 

On definit la metrique de Eubini-Study sur CP^, a courbure sectionnelle 4 et de volume tt, 
en coordonnees homogenes par 

(7) ^ \z 2 dz 1 - zidz2\^ 

(kir + \z2rY 


et sa forme de Kahler est donnee par egale a 


( 8 ) 


= ^dd\n{p^). 


On verifie aisement la formule suivante : 

I dpi 2 


(9) 


9^ = 


(l-p2)2 


+ 


( V 

Jdp 

Vi-pV 

2p 


+ 


1 - p' 


g ■ 


Definissons la 1-forme p = — H est facile de voir que cette 1-forme est Timage re- 
ciproque d’une 1-forme sur dans les coordonnees polaires, qu’elle est invariante sous 
Taction de Hopf et que dp = oil par abus de langage designe en fait 
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2.3. Raccordement d’un c 6 ne asymptotiquement plat. Plus generalement on s’in- 
teresse aux metriques definies a I’aide d’un couple de functions strictement positives / = 
ifi, f 2 ) ne dependant que de p, et donnees par la formule 

9f = /i(p)euc + / 2 (p) [|dpp + I JdpP] • 

On verifie facilement que gf est compatible avec la structure complexe. Sa forme de Kahler 
est donnee par 

w = + (/i + f2)d{p^) A g. 

On en deduit que gf est kahlerienne relativement a J sous la condition pdpfi = 2 / 2 . Alors, 
en choisissant une function de la forme /i(p) = Cp°^ avec C, a > 0 , on verifie via le le 
changement de variable = C que lo = ; on a ainsi defini une metrique de cone 

asymptotiquement plat sur \ { 0 }. 

Suit la famille de de functions (/s)sg]o,i[ definie par 

fs{p) = si p<s, 

fs{p) = C'sp"* sinon, 

avec des constantes > 0 choisies de telle fagon que la fonction fs soit par morceaux 

(on pent egalement choisir des fonctions tres proches de cette construction). On note 
Ps ■= df pour / = {fsi\pdpfs)- On vient de definir une suite de metriques kahleriennes 
asymptotiquement plates gs sur C^, telle que 

lini gs = g^ 

S—>-1 

sur tout compact de B^. 

2.4. Metriques asymptotiquement hyperboliques complexes. En faisant le change¬ 
ment de variable t = argth p g] 0 , -|-oo[, il vient 

(10) g^ = dt^ + sh^(2t)?7^ + sh^(t)7r*p^^. 

De meme, les metriques gs sont de la forme 

( 11 ) = 

ou et ^2 sont des fonctions de t verifiant 

( 12 ) 6 = 269t6, 

et affines pour t assez grand. 

Plus generalement, soit une variete orientee munie d’un bord a I’infini dote d’une 
structure OR et d’une 1-forme de contact g compatible avec I’orientation. On note 7 = 
dg{-, J-) la metrique de Carnot-Caratheodory sur Y. 

On dit qu’une metrique est asymptotiquement hyperbolique complexe si il existe une trivi- 
alisation [0, -|-oo[xy de M pres de I’infini telle que 

g = g + avec <5 > 0 et g = dt'^ + sh^{2t)g'^ + {t)^. 

Precisons que concerne egalement toutes les derivees. De fagon analogue au cas 

du plan hyperbolique, on definit une suite de fonctions {Pt)t>o comme suit : pour t < t 
on pose Prit) = sht puis on fait un recollement par morceaux avec la fonction affine 
(t — r) chr + sliT qu’on approxime par une fonction ; nous pourrions nous contenter de la 
construction singuliere en donnant un sens aux derivees de Pr en tant que distributions. Pour 
regulariser pr, il suffit de faire decroitre brutalement d^pr de sh(r — e) a 0 quitte a rendre 
d^pr tres negatif entre r — e et r. On en deduit une suite de metriques asymptotiquement 
plates Pt par la formule ([Tl|) , ou ^2 = Pt et = 2pT-dtPT- Nous choisirons e ensuite afin que 
Pr soit arbitrairement proche du modele singulier en norme C^. 
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Puis on etend la structure CR en une structure presque complexe au voisinage de I’infini 
en posant Jrdt = On constate que la metrique hermitienne est presque 

kahlerienne. 

Pour etudier les metrique Qr, on utilise le champ de Reeb R defini par i^r] = 1 et iRclr] = 0 
et on choisit une base locale ^ 1,^2 de champs de vecteurs sur de la distribution de contact 
ker ?7 avec I 2 = JYi. On note x = ^i^R, yi = II est facile de voir que 

[dt, x] = Vi] = [yuv^] = 

oil les termes en portent sur egalement sur les derivees. II en resulte que dans cette 

trivialisation, le tenseur de Nijenhuis, la connexion de Levi-Civita, la connexion de Chern de 
(^T, Jt) et leurs courbures sont egales a celle obtenues en partant de la metrique hyperbolique 
complexe a un pres. On pourra grace a cette remarque se contenter la plupart du 

temps de faire des calculs dans ce cas modele afin d’en deduire des renseignements sur les 
metriques presque kahleriennes et {g,J). 

On construit maintenant une suite de metriques approximant une metrique asymptotique- 
ment hyperbolique g comme suit : soit x(t) une function lisse valant 0 pour f < 0, 1 pour 
f > ^ et strictement croissante entre 0 et ^ ; on pose 

(13) Xrit) = x{t - T + 1) 
puis on definit la suite de metriques 

(14) = XtQt + (1 - Xr)5- 

2.5. Bulle de courbure positive. Si on se contentait d’un recollement par morceau 
pour construire la function ^ 2 ,t, la metrique gr aurait une singularite dans sa courbure (car 
on pose = flt(^l)) ; apres avoir regularise la function, ce phenomene se manifeste toujours 
par une bulle de courbure positive : 

Lemme 3. La courbure de la connexion de Chern du fibre anti-canonique associee d la 
metrique gr et la structure presque complexe Jr se decompose en 

(15) FBr = F^ - iXr -^dtA fig, 
oil IR^I est uniformement bornee. De plus, on a 

(16) 2iAFBr > s-r + pour t < t et 2iAFBr = 0(^^^) pour t > t . 

On en deduit immediatement le corollaire suivant dans le cas de Si g est une metrique 
asymptotiquement hyperbolique complexe, la courbure des metriques gr differe de celle cal- 
culee dans le cas de C7i‘^ par un 0{ff\) et le corollaire reste valable dans ce cas. 

Corollaire 4. La courbure scalaire des metriques (gr) se decompose en 

(17) s = s\-2xr^^, 

fi 

oil Sr est bornee independamment de r. 

Demonstration du lemme |^; — La metrique et la structure presque complexe du fibre 
anti-canonique sont explicites pres de I’infini; la connexion de Chern est done elle meme 
explicite ainsi que sa courbure et on en deduit le lemme. 

Comme nous I’avons remarque, il suffit d’etudier le cas ou g est la metrique hyperbolique 
complexe et on en deduit la courbure de la connexion de Chern a un 0{ffl) pres. Dans ce 






RIGIDITE D’EINSTEIN DU PLAN HYPERBOLIQUE COMPLEXE 


7 


cas, les approximations gr sont kahleriennes (cf. |2.3| ), ce qui simplifie beaucoup les calculs. 
On commence par choisir une section holomorphe du fibre canonique : 

d d 

UZ\ UZ2 


avec zi = xi+ iyi, Z 2 = X 2 + iy 2 


d 1 f d . d 

dzi 2 I ^ dyi 


d 1/9 d 
et — = - -r- i- 


dz2 2 \ 9x2 dy2 


Posons 


Puisque 


_ 9 _ 9 9 9 

U = Z2^ -'^ = - 

uZ\ uZ2 (jZ\ uZ2 


gr = ^\zidzi + Z2dZ2\‘^ + ^\z2dzi - ZldZ2\‘^, 

p p 


on en deduit que les vecteurs u et v sont orthogonaux, que 


I |2 2 /'2 I |2 n /'2 

m =/'/i = ^2) m =/2 = 


et finalement 


Alors 


\w\ = —^\u\\v 

p 


— -\/ / 1/2 — 


66 

2p2(t)' 


1 


Fsr = 99In |t77| = 991n^i + 99In ^2 — 99In 


or 991np^ = —2idg. Par ailleurs, on calcule 


, dt + iJdt 1 
2 * 


91n^i = (9iln^i)dt°’^ = (90n6) "'“ ' = 1 [dt In^i){dt - 


Puisque 99 = dd, il vient 


991n^i = A^ig - ^ ^^9tln6 ) ^ 2 dg 


d’oii 


991n^2 = - ^ {dt In 6 + (90n6)(5t ln^ 2 )) dt A Cig - ^ ^^9* In ^2 ) 6^??- 


En regroupant les termes, on en deduit la formule 


FBr=- 


, ^2 


6 


+ dt In ^2 + (9t ln^i)(9t ln^ 2 ) 


(18) 


5tln(^i^2) 


idt A 
i^2dg. 


On en deduit le lemme par construction des fonctions 6 et ^ 2 - 


□ 











8 


YANN ROLLIN 


3. Equations de Seiberg-Witten — Energie 


Supposons M munie d’une structure spin‘s adaptee a la structure de contact notee s ; ceci 
signifie que pres de I’infini, 5 est isomorphe a la structure spirf standard Sq induite par la 
structure symplectique En particulier, le fibre de spineurs W = W~^®W~ est isomorphe 
pres de I’infini a 

(19) 1E+ =hP'^M © 

W- =A°’^M 


ou est le fibre des formes de type (p, q) par rapport a J,-. Le fibre determinant de cette 

structure spin'^ est donne pres de I’infini par 

L = Kj^ = = A^W-. 

Comme les structures presque complexes Jr sont homotopes (et meme egales pour t suffisam- 
ment petit), les fibres de (p, g)-formes associes sont isomorphes et on omettra generalement 
de preciser la dependance en r. On supposera en outre que la classe de cohomologie pres 
de I’infini se prolonge a I’interieur de M. Dans le cas oil M est le plan complexe cette 
condition est evidemment verifiee mais plus generalement, nous avons besoin de faire cette 
hypothese pour obtenir appliquer la theorie de Kronheimer-Mrowka (cf. demonstration de 
la proposition ^). 

Soit <^0 le champ un spineurs de W~^ defini pres de I’infini par <l>o = {yj—su-, 0) et Br la 
connexion de Chern de L associee a la metrique hermitienne deduite de Qt- On a la formule 
bien connue pour I’operateur de Dirac defini par gr et Br 

Dfj; (a, 'y) = V2 (da + Fy) ; 


en particulier D^^^o = 0. La suite de connexions Br tend par construction sur tout compact 
de M vers la connexion de Chern de g. 

Kronheimer et Mrowka developpent dans | KM|] une theorie de Seiberg-Witten pour des 
metriques presque kahleriennes asymptotiquement plates - ce qui est le cas des metriques gr 
- et des equations de Seiberg-Witten perturbees pres de I’infini, de la forme 

(20) D(([d> = 0 

( 21 ) Fp^-qi^) = F^^^-q{^o), 

avec un champ de spineurs de , A une connexion unitaire sur L et g(d>) = {d>* © 
‘hjo I’endomorphisme hermitien sans trace identifie a la 2-forme autoduale imaginaire pure 
1 via le produit de Clifford. 

Kronheimer et Mrowka montrent que I’espace des modules des solutions des equations 
(A, <h) modulo Taction du groupe de jauge G = Map{M, 5^), donnee par 


u 


(A,$) = (A + 2 


du 


,u 


-1 




est fini; en comptant algebriquement le nombre de points de Tespace des modules obtient 
Tinvariant de Kronheimer-Mrowka 5TE(s), qui ne depend pas de la metrique gr- 

En particulier, s’il existe une metrique de Kahler-Einstein asymptotiquement symetrique, 
sa forme de Kahler definit un remplissage symplectique de M. En notant Sq la structure 
spin‘s canonique associee, on a STE(so) = 1 d’apres le theoreme 1.1 de | KM |. 

Lorsque Tinvariant de Seiberg-Witten est non nul, on obtient done une suite de solutions 
des equations de Seiberg-Witten {Ar,^r), pour chaque metrique gr telles que 

(22) Ar = Br + Or aveC Or G Lf{gr), d>r = <1>0 + (fr aveC (fr G Ff^^{gr), 
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avec I arbitrairement grand. Par ellipticite,on pent supposer que les solutions (^t-, <!>,-) sont 
lisses. 


On a I’identite bien connue pour les metriques kahleriennes a courbure scalaire constante 
= (?(d>o). On s’attend a ce que cette equation soit verifiee egalement par les metriques 
d’Einstein asymptotiquement hyperboliques complexes, a un terme correctif pres a forte 
decroissance exponentielle. Nous verrons a la section § comment modifier la famille de per¬ 
turbations afin qu’elle s’evanouisse pour les equations limites. 


3.1. Contrble C^. En appliquant le principe du maximum on a une premiere estimee 
uniforme a priori sur les spineurs <!>,-. 


Lemme 5. II existe une constante c telle que pour toute solution {A, <b) des equations de 
Seiherg-Witten, relativement d une metrique Qr, on ait |<b| < c en tout point de M. 

Demonstration. — Puisqne <!>,- — <l>o £ Ef, en choisissant ^ > 3, — <bo| tend vers 0 a 

I’infini snr le cone asymptotiquement plat d’apres I’inclnsion C (7° ; si |d>T-| > |d>o| en nn 
point, alors le maximnm de |d>| est atteint. En un maximum, 

0 <iA|cb|2 = {V\VA^<^r,^r) - {VA.^r,VA.<^r) 

<{^*AVA^<I>r,^r) = (Did>.,d>.) - 
et en ntilisant les equations, on en deduit que 

0 < - ^((F+ - q{<^o)) • 

On definit I’operateur lineaire uniformement borne 

ft = j + 


et I’operateur 


p_ 

Pr — Xr ^ ^ 

^ sl,r 




2 6 , 


Puisque {dt ^git mnltiplication de Clifford avec valeurs propres ±i, on en deduit 

que Pr agit avec pour valeurs propres 0 et et que la partie negative des valeurs 

propres de Pr +Pr est uniformement minoree. Par le principe dn maximum, il en resulte qne 
!<!>,-1 est bornee par une constante independante de r. □ 


Nons precisons maintenant les conventions utilisees dans le cadre presque complexe. La 
connexion de Chern induite par Qr sur W~^ = 0 gg^ donnee par V = d© V^, ou 

B est la connexion unitaire indnite par la metriqne snr K~^ = et est la connexion 
hermitienne associee a B. 

Mnnissons le fibre en droites complexes trivial C de la connexion da = d + a, on a est nne 
1-forme imaginaire pure; on en deduit une connexion hermitienne da = d + d = d+ ^a sur 
qui est la racine carree de da- Si on twiste le fibre des spinenrs W~^ par on en 

deduit une connexion Va = da © (Vs © da) sur W~^ © = W~^. On note alors da = ; 

la connexion Va induit une connexion sur L = = A*^’® 0 ^gg^jg ^ 

Vg © da © da — V^ © da — V B+a ) 


on note alors A = B + a la connexion unitaire correspondante. L’operateur de Dirac 
associe a la connexion A et la metrique hermitienne Qt est done donne par 

D^^<P = V2(daa + dh), 




10 


YANN ROLLIN 


et les equations de Seiberg-Witten s’ecrivent (en notant Fa := da) 

(23) daO + dl^f = 0 

(24) 

(25) 


AFa = -{\a\^-\^\^ + sn) 


^ 0,2 ^ 

“ 2 


Rappelons les formules de Weitzenbock tres utiles (cf. [[Kol ) 


(26) 

(27) 


dldaa = ^{VlVaa-iAF^a), 

Adh = li^l^al + iAFB+a7). 


3.2. Energie. Soit {A, <1>), ou 4) = ( 0 , 7 ) et ^4 = i? + a, une configuration a support dans t > 
to telle que 4> —4>o et o aient une decroissance en 0 (e“^*) ainsi que toutes leurs derivees; cette 
hypothese sert a justifier les integrations par parties. On calcule alors d’apres les formules 
(^) et (^) en integrant par rapport a la metrique tjr 

j |Vaap = J 2\daa\‘^ + {iAFaa,a) = j 2\daa\^ + iAFa\a\^ 

I |Va7p = J 2\dh\^-iAFB+ah\^-, 

en additionnant ces identites, il vient 

/^|VAd >|2 = y‘i(|4a|2 + |Va7p) 

= J l^aal^ + \dal\^ + i^AFa\a\^ — '-AFB+a\l\‘^ 

= J |9aa + 9a7p - 2(5aa,5a7) + ^(AFa|ap - AF^+alTp) 

= f Idaa + dl-yl^-2(dla,j)+ ^{AFa\a\‘^ - AFB+ah\'^) 


or dl = + Nda et 2Fa = Fa, done 


J \daa + 5a7p = j \ + |Va7l^] 


+ / -AFb\'j\‘^ --AFa{\a^\ - \'y\‘^ + s-h) + {Fa’^a,'y)+2{Ndaa,'y) + sn-AFa. 


En outre 


et 


(f0’2«,7) = (F,^’^«7) = - 


— / 7 ? 0>2 


F 0,2 _ ^ ' 


+ |F 0 ’ 2|2 + 


q;7 2 


iAFa{\a^\ - |7|^ + sn) = 
On remarque que 

(28) 


iAFa + 


l«P - \l? + SH 


-\iAFa\^- 


laP — 




l«P - ItP + S-H 

2 

+ 

aq 

2 

W? + \i? + sn 

4 

2 


4 


-^17 
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et on en deduit I’identite 


(29) 


|9aa + 9a7l^ + 


1 


1 


+ 


lap — 


?+SH ' 


+ 


F0,2 _ 

n 


a7 2 




- [|daap + |Va7p] + 


Iafs - ^ 

2 4 


l7p + Y^(|aP + l7p + SH)^ 

+ f 2{Ndaa,-f) + IF^P + ^ liAFal" 


Puisque a et AF^ decroissent par hypothese en 0(e“^*), on en deduit en integrant par parties 
que J^yrpAFa = J^^rp |a A to. Comme par hypothese lv s’etend en une forme fermee sur la 
variete M tout entiere, on en deduit pour tout e > 0 une constante C independante de r 
telle que 


(30) 


L 


Sn^AFaVol 
t>T 4 


<C + £\\da\\\2(^^^^^^rpy 


Suivant [ KM ] on introduit alors une energie «a la Taubes» : 


(31) 


Ff(A,cI>) = 


[ [|VA(a,7)p + |F+p + |7p + (lap + I7P + 

Jt>T 




oil les normes et les connexions sont prises relativement a la metrique g^. 

Nous allons montrer que I’energie des solutions des equations de Seiberg-Witten est unifor- 
mement bornee dans le cas ou g est sufhsamment proche de g ce qui est automatiquement vrai, 
a I’action pres d’un diffeomorphisme, dans le cas d’une metrique d’Einstein asymptotique a 
la metrique de Bergmann. Dans le cas general d’une metrique d’Einstein asymptotiquement 
hyperbolique complexe, il faut legerement modifier la construction des metriques g et gr afin 
que I’hypothese de la proposition ^ suivante continue d’etre verihee (cf. section 

Cette propriety d’energie bornee est essentielle pour faire converger une suite de solutions 
pour les metriques gr vers une solution des equations de Seiberg-Witten pour la metrique 
limite g. 

Proposition 6. Supposons que g soit une metrique telle que g = g + avec 5 > 2. 

Alors, il existe une constante C telle que pour T sujfisamment grand, I’energie des solutions 
des equations de Seiberg-Witten (^,M) verifie F^(At-,$t-) < C pour tout t >T. 

Demonstration. — Soit {A, ih) une solution des equations de Seiberg-Witten perturbees 
pour une des metriques gr dans une jauge oil A®B~^ et 'h —$0 decroissent exponentiellement 
vite (cf. [KM] cor. 3.16). En multipliant 'll par la fonction de troncature xt-, on pent appliquer 


I’identite (\29 


a {A, <!)) = {A, xt'^) ; pour k aussi petit que Ton veut, on sait d’apres le lemme 


^ que ^AFsr — ^ pour t > T sufhsamment grand. Par ailleurs, pour t > T assez 

grand, on pent egalement supposer que |A^| < n. Ainsi, le membre de droite de ( p^ est un 
major ant de 


(32) 


/ |VA(a,7)|^ + |fia+p-17|^ + (|ap + |7|^ + S7^)^voF" 

lt>T C 


oil c > 0 est une constante bien choisie. En utilisant I’identite ( p9|) et I’inegalite 
deduit que (5^ est majore par 


on en 


(33) C + e\\daf + 


L 


\daa + dlx\^ + j 
t>T ^ 


iAFa + 


lap — 


? + SH ' 


+ 


p0,2 _ 
n 


ay 2 


voF^ 


Par hypothese g — g = 0(e '^*) avec h > 2 et les connexions spinorielles associees verihent 
(34) lvi^-V^/l = 0(e-^^(l-Xr(t)). 
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Comme e € -^^( 5 ); on on deduit en utilisant la borne sur le spineur que pour des 
constantes T, C 2 > 0 suffisamment grandes, (^) est minore par 

(35) |Va(q;, 7)|^ + Ida+p - eldap - —17|2 + (lap + |7|^ + - 02, 

^ Jt>T C 

on les normes, la connexion et le projecteur + sont pris par rapport a la metrique gr- En 
appliquant les equations de Seiberg-Witten an terme d'^a avec I’identite (^), il est facile de 
voir, a condition d’avoir choisi k suffisamment petit qu’il existe une constante c' > 0 telle 
que (35) soir minore par 


2 ' f |VA(a,7)p + |da+p - ^|dap + I 7 P + (lap + I 7 P + sw)^voF" - (72, 

Jt>T C 


(36) 


En utilisant les equations de Seiberg-Witten, la propriete (M ) et la borne sur le spineur 
on en deduit que I’expression (^3|) est majoree par 


M)' 


C + C 2 + 2e||da||i2(g^^^) — C + C 2 + 4:e\\da^<’^ \\‘L‘^(gr 


quitte a choisir T suffisamment grand; c’est done egalement un majorant de (^). Nous 
insistons sur le fait que c et c' ne dependent pas du choix de e. 

En resume, nous avons montre que pour tout s' > 0, il existe des constantes T, C' > 0, 
telles que 

C + e\\dat^^ \\\‘^{gr,M) — ^t)- 

En decoupant 

e lldor ||^ 2 (g^^^) =e Ili 2 (g^^j<'r) +e Ili2(g^^4>-r) 

on remarque que le premier terme est borne a I’aide de la borne uniforme sur le spineur, 
et que le deuxieme terme est controle par I’energie en choisissant e' suffisamment petit. On 
en deduit la proposition. □ 


3.3. Premiere valeur propre du laplacien. La courbure moyenne est un outil essentiel 
pour analyser des differents laplaciens que nous rencontrerons par la suite. 

Soit un produit riemannien tordu [^ 1 ,^ 2 ] x Y muni d’une metrique, g = dt^ + gt, ou gt est 
une famille de metriques sur Y. On definit la courbure moyenne des spheres St = {t} x E de 
rayon t par 



1 

3 voE‘ ’ 


on I designe la deuxieme forme fondamentale de St et voF* est la forme volume associee a 
gt- Par commodite, on definit egalement une courbure moyenne normalisee h = On a 
alors le lemme tres utile suivant : 


Lemme 7. Soit g = dt^ + gt une metrique riemannienne sur pi,t 2 ] xY et <5 G M. Supposons 
qu’il existe ho G M tel que 0 > ho > h. Alors pour toute fonction f, on a 

[ |/pvoF‘ - [ l/pvoF . 

Jt=t2 Jt=tl 

En particulier la metrique asymptotiquement hyperbolique g verifie voE = sh^ tsh{2t)dt A 
g A dg d’ou h —> — 2; on pent lui appliquer le lemme precedent. En revanche, pour une 
metrique gr, la courbure moyenne tend vers 0 pres de I’infini sur le cone asymptotiquement 
plat. Neanmoins on a le controle suivant : 


(37) [ |5i/|\oF > hg / |/pvoE*+/io 

J [ti,t2]'X.N J [ti,t2]xN 
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Lemme 8. Pour toute fonction f a support compact definie sur M r\{t > t }, on a 


(38) 


|9i/|2voF- - 


n>T 


(thT)-2^|/|- 




r 

chr „ 

Jt>r 

6^ 


vol^". 


les normes etant prises par rapport d la metrique Pr ■ 


Demonstration. — On fait les changements de variables £,2 = chT(f — r) + shr puis 
r = In ^ 2 - Alors ^ = dr, d ^2 = chrdf et la forme volu m e de Qr s’ecrit 2^2'^^2 Arj A drj; on 
en deduit I’identite 

|5t/pvoF^ = y 2cli^ A ?7 A dr/= J 2cli^ T\drf\‘^e^^dr Arj Adrj. 

En appliquant le lemme || avec /iq = — 1, le terme de bord sur t 2 est nul pres de I’infini car / 
est supposee a support compact, puis en faisant le changement de variable inverse, on obtient 

2 /- 


(39) 

d’ou le resultat. 


|9f/|2voE- > 


t>T 


't>T 


chr 


6 


vol^ + (th r) 


-2 


i/rvoi^- 


ft=T 


□ 


On introduire naturellement un nouvel espace de Sobolev : pour toute fonction / sur M, 
on pose 

ch T 


(40) 


ll/llL2(g,-,l<T) 4" 


6 


-/ 


L'^{gT,t>T) 


Lemme 9. II existe une constante c> 0 etT suffisamment grand tels que pour toute fonction 
f a support compact definie sur Zt = M (1 {t > T} nulle en t = t et pour toute metrique pr 
avec T > T on ait 

(41) \\^if\\L^{g.r,ZT} — 

ce lemme est egalement verifie par les metriques Qt- 


Demonstration. — On commence par demontrer le lemme pour les metriques Pr, puis on 
en deduit automatiquement le resultat pour les metriques Pr. II sufHt de constater que les 
integrants sont perturbes lorsqu’on passe de la metrique Pr a la metrique Pr par un terme de 


la forme (1 — XT(^))e(^)(|/r + I4fr)i ou Xt est la fonction de troncature de fini e au (IJ) et 


e{t) une fonction independante de r tendant vers 0. Ce terme provient du recollement entre 
g et g pour t < t et e{t) 0 tient compte du fait que g est asymptotique a g. 

Mais ce resultat est evident pour les metriques gr : on choisit une constante 0 < c < 1, on 
minore 


'[T,+oo] 


\dtf\‘^vol> f \dtf\'^vol + c [ |5i/pvol 
J[T,t] ■J[T,+oo] 


et on ajuste c de sorte qu’apres avoir applique les lemmes ^ et il ne reste plus qu’une 
integrale de bord positive en f = r dans le membre de droite de I’inegalite. □ 


On en deduit classiquement une inegalite de Poincare sur M. 

Corollaire 10 (Inegalite de Poincare). II existe une constante c > 0 telle que pour toute 
fonction f sur M telle que ||/||t < oo, on ait 

WdfWl^g^) > C||/||r. 
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Demonstration. — Supposons I’assertion fausse. On en deduit une suite de fonctions fr 
telles que ||4f||L2(g^) — > 0 et ||/||r = 1- Alois, quitte a extraire, cette suite admet une limite 
faible sur tout compact / G L\{g). A la limite df = 0 done / est constante. Comme la 
metrique est de volume infini et / est L^, necessairement / = 0. Par compacite de I’inclusion 
C Lf, la suite fr converge en fait vers 0 au sens L^-fort sur tout compact de M. 
Choisissons T suffisamment grand afin d’appliquer le lemme |Tl|; on majore 

l = \\fr\\l=2\\{l-XT)frf + 2\\XTfrfr 

< 2||(1 - XT)/rf + 2C~^ J |d(xT/r)Pvol 

< 2\\{l - Xt) frf + J I (9tXT)/r I^VOI + 2C"^ y IxT^/t^VoI, 

mais le membre de droite tend vers 0 lorsque r tend vers I’infini d’ou une contradiction. Le 
corollaire est par consequent verifie. □ 


3.4. Laplacien des 1-formes. Calculons le laplacien des 1-formes pour une metrique g = 
dt -I- felle que = 2 ^ 2 ? 2 - Une 1-forme a se decompose en 

a = fdt + + b, 

ou / et g sont des fonctions et b une 1-forme tangente a la distribution de contact, e’est a 
dire telle que ig^b = ixb = 0. Un calcul direct de Aa = {dd* + d*d)a, en utilisant la formule 
dtb = Vdjo — 1(6), montre que 

Aa = ^—d^f + 2hdtf + 2h'f + Af — ■ f + • q + [dt, d*]6^ dt 

+ {^d^q + 2hdtq + 2h'q + Aq — x'^ ■ q — ■ f + [x, d*]b — 2^ * d6^ 

- V%b + 2hVg,b - + 2Ab + *x*x-b-2^{df - *dg), 

ou X = avec R le champ de Reeb, et les operateurs d,*,d*,A apparaissant dans le 

membre de droite sont definis le long de la distribution de contact. Plus precisement, db 
represente la projection orthogonale de la differentielle de 6 sur la distribution de contact; =t= 
est I’operateur de Hodge defini sur la distribution de contact par bA*b = ; on en deduit 

une divergence d* et un laplacien A formes a I’aide de ces deux operateurs. 

En integrant par parties pour t fixe et en utilisant le fait que la forme volume est invariante 
suivant x, on obtient 

(42) a)vol®‘ = y + 2hdtf, /) + |x • -f (^x ■ q, f) + \df\^ + 2h'\f\‘^ 

+ {-dh + 2.hdtq, q) + \x- q\‘^ - (^x ■ f,g) + \dq\‘^ + 2h'\q\‘^ 

a 

+ (-V|^6 + 2hVatb - 6) + |x • bf + \db\^ + |d*6p)voF‘. 

S2 ^ 
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En integrant maintenant par parties suivant t, on obtient 
f (Aa, a)vol®+ f {Vg^a, a)vol^* 

= [ (\dtf\‘^ + \x-f\‘^ + {^x-q,f) + \df\‘^ + 2h'\f\‘^ 


+ \dtq\‘^ + \x ■ gp - (|-a: ■ f,g) + \dq\‘^ + 2h'\q\‘^ 
S2 


|6|2 + |x-6|2 + |(i6|2 + |d*6|2^voF. 


Par la formule de Bochner Aa = V*Va + Ric(a), on reconnait que le terme de gauche de 
I’identite ci-dessus est egal a + Ric(a, a))vol®. 

Par construction, la courbure moyenne des metriques Qr est croissante, soit h' > 0. En 
minorant, 


^6 


9 ) /) + 


/|2-(|x •/,(?) + 


> - 


liL 

'26 


f?- 


liL 

’ 26 ' 


on en deduit I’inegalite 


(43) / (IVap + Ric(a, a)) voR > 

4[tl,t2] 

/ (mf - i|-/r^+ \B„? - + \v,m^ - voi«, 

J[ti,t 2 \ V 2^1 2^1 6 / 

Ce calcul nous permet de demontrer le lemme suivant. 


Lemme 11. II existe des constantes c,T > 0 telles que pour toute metrique Pr et toute 
1-forme a € Liigr) definie sur le bout [T,+oo[xy on ait 



(I Vap + Ric®^(o, a)) vol > 



apvol, 


les normes etant prises par rapport d la metrique gr- Ce lemme est egalement valahle pour 
les metriques gr- 


Demonstration. — On commence par demontrer le lemme pour les metriques 6: Puis on 
en deduit automatiquement le resultat pour les metriques gr- II sufRt de constater que les 
integrants sont perturbes lorsqu’on passe de la metrique 6 ^ metrique gr par un terme de 
la forme (1 — XT{t))£{t){\a\'^ + |Vap), ou Xt est la fonction de troncature definie an (^) et 
e(t) une fonction independante de r tendant vers 0. 

Examinons les termes d’ordre 0 dans le membre de droite de I’inegalite (43). Sur I’intervalle 
[T, r], on a par construction 


. (6)" + 266' . o. 

26 - ’ 6 - ’ 
sur la partie conique [r, + 00 ], on a 

(6)^ + 266 _ /chry 

26 26 ’ 6 V 6 y ■ 

On utilise le lemme ^ avec /iq proche de —2 sur I’intervalle [T, r] et le lemme || sur I’intervalle 
[r,+ 00 ]. On en deduit, en negligeant le terme de bord en T qui est positif, une constante 
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c > 0 telle que 


I[T,t 


(|Va|^ + Ric®^(a,a)) vol > c / |apvol + /io / |a|^voR*, 


'[T,7 


et 


f (|Vap + Ric^^(a,a)) vol > (thr) ^ f |a|^voF*. 

^[r.+ool Jt 


' [r,+oo] 

On pent ajuster une constante 0 < c' < 1 telle que c'/iq + (thr)“^ > 0 pour tout r suffisam- 
ment grand. Alors 


/[T,+oo] 


(I Va|^ + Ric^^ (a, o)) vol > / (|Va|^ + Ric®^(a, a)) vol 




+ 


r,+oo] 


(I Vap + Ric®^ (a, a)) vol, 


et le terme de bord en r, apparaissant dans le membre de droite apres minoration est positif; 
on obtient ainsi I’inegalite souhaitee. □ 

3.5. Convergence des solutions sur tout compact. Nous avons maintenant tous les 
outils necessaires pour faire converger la suite de solution des equations de Seiberg-Witten 
(At, <br) sur tout compact de M. Nous supposerons dans la fin de cette section que I’energie 
des solutions {At,^t) admet une borne uniforme. Nous voulons faire converger cette suite 
quitte a faire des changements de jauge et a extraire une sous-suite vers une solutions des 
equations pour la metrique g 

(44) 


D^4> = 0 


= -iW - 

ou B est la connexion de Chern de la metrique g. 

Dans un premier temps nous faisons converger les solutions hors d’un compact suffisam- 
ment grand. On commence par fixer une jauge de Hodge en faisant agir le groupe de jauge 
g = Map(M,S^). 

Lemme 12. Quitte a faire des changements de jauge, on peut supposer que d*aT = 0 et 
Or £ L‘^{gT) sur M. 

Demonstration. — On cherche une fonction u telle que d*aT + d*du = 0. II est possible 
de resoudre le probleme en minimisant la fonctionnelle 

f (-\du\ + (ot, du))voW'^ 

Jm 2 

et on obtient une solution telle que 

j Idupvol = -2 y {a,du) < 2 ||du||i 2 (g^) 

d’ou du £ L‘^(gr). En fait, on en sait un peut plus sur u car d’apres le corollaire 0 

||du||£2(g^) > C||u||.r 

pour toute fonction a support compact et I’inegalite reste vraie par passage a la limite. Par 
consequent, u admet une borne Rf sur chaque compact et par regularity elliptique locale, on 
en deduit que u est une fonction lisse. Finalement, la transformation de jauge resout le 
probleme. □ 

Notons qu’on perd a priori de la regularity sur <!>,- en se plagant en jauge de Hodge, mais 
rynergie bornye offre un controle sufRsant pour faire converger les solutions. La borne a 
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priori sur le spineur et I’energie fournissent une borne uniforme sur \\d'^ar\\L^(g^)- En integrant 
par parties et en utilisant le fait que nous sommes dans une jauge de Hodge, on en deduit 
une borne uniforme sur /^|Var|^ + Ric(ar, ar)vol. Puis en utilisant le lemme |Tl], on en 
deduit une borne uniforme sur |apvol pour T sufRsamment grand. On en deduit quitte 
a extraire une sous-suite que a-j- converge sur tout compact vers une limite faible a £ L’lid)- 
La borne sur le spineur <^ 1 - et la borne sur |Vd>T-pvol fournie par I’energie nous 
indiquent que <!>,- est borne en norme L\ sur un compact fixe. Par extraction diagonale, on 
en deduit que <!>,- converge sur tout compact de M vers une limite faible d>. On obtient ainsi 
une limite (H, <1>), oii A = B + a, solution des equations de dl) et d’energie finie, definie 
sur le bout t>T. Par ellipticite du probleme (tI, <b) est en fait lisse. L’energie nous permet 
maintenant de recuperer une controle global sur (vl, d>). 


Lemme 13. Soit (R,‘b) une solution d’energie finie des equations de Seiberg-Witten (£^) 

pour la metrique g telle que H (8> B~^ £ L\{9) et d> borne en norme C^. Alors quitte a faire 

,2 


un changement de jauge par une constante u £ on a $ — $0 £ L? 


On pent done faire converger les solutions sur le bout de M. On se place en 

jauge de Hodge a I’aide du lemme 0 et on pent extraire une limite sur tout compact {A, <b) 
d’energie finie. Puis du lemme ^ on deduit : 


Corollaire 14. Supposons I’energie des solutions {Ar^^r) uniformement bornee. Alors pour 
T suffisamment grand, quitte d faire des changements de jauge et a extraire une sous-suite, 
on en deduit que (At, ^t) converge sur tout compact de Mf\{t>T} vers une solutions (A, <1>) 
des equations de Seiberg-Witten (jj.), relatives d la metrique asymptotiquement hyperbolique 
complexe g, telle que A 0 B~^ et ^ sont dans Li(fl'). 


Remarque : au depart nous avons defini des metriques gr pour une famille d’indices r £ M^. 
Dans le corollaire ci-dessus et dans toute la suite de cet article, une suite extraite de (nT-).,-gK+ 
designera une sous-suite (nr)Te/) oil I C M"'' est un ensemble i nfini et non borne. 

Demonstration du lemme [I^ .■ — L’energie finie nous permet de conclure instantanement 
que 7 £ Ll(g) en decomposant <1> = (a, 7 ). Quant a a, on sait seulement que iVaapvol < 
-|-oo. En identifiant par transport parallele les spineurs sur le bout de M a des families de 
spineurs sur Y dependant de t, on pent ecrire 

^{t2,y) - = [ (VQ^^)dt. 

Jti 

On en deduit que 


„-4t pt2 

mt2,y) - \vi<!>\^e^^dt. 

Comme |V"^<l>p est integrable, on en deduit que ^(t,y) est de Cauchy pour presque tout y. 
On obtient une limite d>(y) telle que 


(45) 


i 


{ti}xY 


l^(Ly) - ^(y)pvoR < c 


' [ti ,+00] xY 


iV^^^pvoF. 


Evidemment par construction = 0, et via le lemme on obtient 

|V^^$|voF > hg / |d>-$(?/)|2voF + /io / |d>-$(2/)pvoF‘; 

4 r,ti JdlT,ti] 




D’apres (|45D I’integrale de bord en ti tend vers 0 lorsque ti tend vers I’infini. On en deduit 
que < 1 > — <f>(y) £ Lfi{g). 





18 


YANN ROLLIN 


Fixons un point y €Y. Puisque la metrique est asymptotiquement hyperbolique complexe, 
on a une suite d’ouverts Vy(t), qui s’identifient a la boule unite centree en 0 de CTL‘^ via une 
isometrie, sur lesquels la metrique g tend vers la metrique hyperbolique complexe lorsque 
t tend vers I’infini cf. (|^ section I.l.B). En transportant egalement la solution (^, d>) des 
equations de Seiberg-Witten sur Vy{t), on en deduit une suite de solution sur la 

boule unite de CTL'^ centree en 0. Puisque (^, d>) etait d’energie finie, I’energie de 
tend vers 0 sur la boule. Comme par hypothese A®B~^ G on en deduit que At^A^^^ 

ou Aq est la connexion de Chern du fibre anti-canonique de CB?, tend vers 0 en norme 
relativement a la metrique hyperbolique complexe, lorsque t tend vers I’infini. Puisque 
I’energie de {At, d>i) est bornee et que est uniformement borne en norme C^, on obtient une 
borne uniforme sur la norme Lf de sur la boule unite de . On pent done en extraire 
une limite faible 'll. A la limite, (Aq,'!') est une solution d’energie nulle des equations de 
Seiberg-Witten pour la metrique hyperbolique complexe. On en deduit que d;' est parallAe 
et finalement que 'F = {uyj—s-yi, 0) ou u G 5^ est constante. Par compacite de I’inclusion 
LP' <Z L\, ^t converge en fait vers \F au sens L^-fort sur la boule. Par consequent en ramenant 
d>(y) sur la boule unite, on a 'F = d>(y) = {u^J—s-yi, 0). En faisant agir la transformations de 
jauge constante u~^ sur (A, <F), on en deduit le lemme. □ 


En ce qui concerne le domaine compact M n {f < T + 1}, la borne uniforme sur 
le spineur suffit pour faire converger la suite de solution (At-,<Ft-). Nous nous referons par 
exemple au lemme 4 de [ KM2 | afin d’enoncer le result at suivant : 


Lemme 15. Soit une variete d bord X munie d’une structure spin^ et d’une metrique rie- 
mannienne g. Soit {At-,^t) une suite de solutions des equations de Seiberg-Witten telle qu’il 
existe C > 0 avec I^FtI < C pour tout r. Quitte d faire des changements de jauge et d extraire 
une sous-suite, la suite (At-,<Ft-) converge au sens sur X vers une solutions (A, <F) des 
equations de Seiberg-Witten 


Remarque : e’est la meme demonstration que dans le cas compact. II faut faire attention 
pour faire converger la connexion : sur les varietes a bord, on dispose d’une theorie de Hodge 
en fixant une condition de Neumann convenable pour les formes harmoniques. Cette condition 
se traduit sur les 1-formes par I’annulation suivant la normale au bord. 

On pent egalement supposer que la metrique depend de r dans le lemme et converge 
au sens 0*°° vers une metrique g sur X. 

Notre probleme est maintenant de «recoller» les solutions obtenues sur les domaines t < 
T -|- 1 et f > T de M. Nous avons besoin du lemme preliminaire suivant : 

Lemme 16. Soit (A, <F) une solutions d’energie finie des equations de Seiberg-Witten & 
pour la metrique g , definie pres de I’infini. Alors il existe e > 0, et T suffisamment grand 
tels que sur le domaine M Ci {t > T} on ait |a| > e, en decomposant <F = {a,j). 


Demonstration. — Supposons le lemme faux. Alors, il existe une suite de points zj G M 
tendant vers le bord a I’infini tels que \a\{zj) —> 0. En faisant la meme construction que 
dans la demonstration du lemme |l^, on obtient une suite de (Aj,<Fj) en ramenant zj en 0 
par une isometrie de CTL'^ dont I’energie tend vers 0 sur la boule unite. Quitte a faire des 
transformations de jauge, cette suite converge vers une solutions d’energie nulle des equations 
de Seiberg-Witten sur CTL'^. Par regularite elliptique, la convergence est en realite 0“ et 
done a la limite a(0) = 0; ceci contredit I’energie nulle. □ 


En appliquant le lemme 0 on fait converger la suite (At-,<Ft-) vers (A, <F) sur le bout 
t > T pour T suffisamment grand en extrayant et en faisant des transformations de jauge 
sur M. Puis en appliquant le lemme 0, on trouve une suite de transformations de jauge Ur 
telles que, quitte a extraire, ■ (At-,<Ft-) converge sur M \ {f > T + 1}. En decomposant 
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= (arjTr) et en utilisant le fait que les convergences sont C°° sur tout compact, on en 
deduit d’apres le lemme ^ un e > 0 tel que pour r suffisamment grand, [a,-1 > £ pour tout 
t >T. On en deduit que Ur converge egalement sur I’anneau [T,T + 1]. Alors pour N et t 
suffisamment grand, on pent ecrire u^- = pour un unique Vr tel que IutI < tt/2. On 

definit les transformations de jauge fr par : fr = UrUj^^ pour t <T, = exp(z(l — xt+i)pt) 

pour t >T (cf. ([TsI) pour la definition de x) ■ Alors fr ■ (A^, $,-) converge sur M tout entier 
et on pent enoncer le result at suivant : 

Proposition 17. Soit g une metrique asymptotiquement hyperbolique complexe sur M, mu- 
nie d’une structure spinP adaptee. Soit une suite de solutions d’energie bornee des 

equations de Seiberg-Witten perturbees relatives aux metriques asymptotiquement plates Pr 
approximant g. Alors quitte a faire des changements de jauge et d extraire une sous-suite, 
converge sur tout compact de M vers une solution (A, <1>) des equations de Seiberg- 
Witten (j4) pour la metrique g telle que <1> — <l)o G Lf, a = A (g) B~^ G Lf et d*a = 0 pres de 
I ’infini. 


4. Metriques d’Einstein asymptotiquement hyperboliques complexes 


On suppose maintenant dans toute cette section qne g est une metrique d’Einstein asymp¬ 
totiquement hyperbolique complexe. Nous expliquons maintenant comment faire en sorte que 
la perturbation des equations de Seiberg-Witten (^) s’evanouisse et comment generaliser 
les resultats obtenus pour ces nouvelles constructions. 


4.1. Modification des constructions. D’apres la proposition 3.1 de | BiH|| (nous nous 
referons largement a sa demonstration dans ce qui suit), il existe une metrique de Kahler- 
Einstein asymptotiquement hyperbolique complexe {g, J) d’infini conforme 7 definie sur le 
bout de M par une serie formelle. Nous supposerons pour simplifier dans la suite de cette 
section comme si la metrique etait exactement Kahler-Einstein plutot que definie par une 
serie formelle bien que nos resultats restent vrais en toute generalite. 

Precisons quelques points sur la construction de {g, J). La structure complexe J est obtenue 
en modifiant J le long de la distribution de contact : la difference entre J et J est parametrisee 
par un tenseur 9 G (g) Hi^ avec les formes de type (0,1) et Hi^ les vecteurs de 
type ( 1 , 0 ) de la distribution de contact tel que 

Tl^ = {X + e{X),XeTl^}. 

De plus on salt que par construction 9 = 0(e“^*). Les tenseurs 9t = {1 — Xt-i)9 definissent 
une famille de structures presque complexes qui realisent un recollement entre J pour t < r —2 
et J pour t > T — 1. On en deduit une famille Jr de structures presque complexes en 
remplagant J par Jr pour t > r — 1. 

La metrique presque kahlerienne g = df^ + sh^ {2t)r]‘^ -|-sh^(t )7 decoule, comme dans le cas 
hyperbolique complexe (^), d’un potentiel U = —^ ln(l — th^ t) avec = iddU. La metrique 
g est definie en modifiant ce potentiel par = idd{U + F) on F = 0(e“^*). De fagon 
analogue au cas de la structure presque complexe, la suite de potentiels Fr = {I — Xt-i)F, 
permet de definir une suite de metriques presque kahleriennes gr relativement a Jr recollant 
la metrique g pour t < t — 2 et gir pour t > r — 1 . 

Toutes nos constructions gardent un sens en remplagant la suite {gr, Jr) de la section 
2.4 par {gr,Jr)- On definit alors la suite d’approximations gr de g par ( 0 )- Comme g et 
g different par un 0 (e“^*), on en deduit que I’ensemble des resultats de la section le 


corollaire 1^ et le lemme [Tl| restent vrais pour les nouvelles metriques gr - H s’en suit que les 
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solutions de Seiberg-Witten perturbees associees aux metriques Qr admettent une uniforme 
borne suivant le lemme ||. 

Si g est une metrique d’Einstein asymptotiquement hyperbolique complexe, elle satisfait 
une equation elliptique modulo Taction des diffeomorphismes. Un examen precis de cette 
equation mene par Biquard et Herzlich donne des renseignements supplementaires sur le 
comportement a Tinfini de g : 

Resultat (Biquard-Herzlich). Si g est une metrique d’Einstein asymptotiquement hyper¬ 
bolique, alors quitte d faire agir un diffeomorphisme, on a pres de I’infini 

(46) g = gkou e > 0 

et k = e~'^^ko avec k^ une 2-forme bilineaire symetrique sur la distribution de contact de Y, 
anticommutant a la structure complexe. Autrement dit = 0 et ko{J-, J-) = —k^. 

Comme la metrique g est de Kahler-Einstein, Tequation est verifiee. On en 

deduit qne E^® = g(<l>o)+tz7, avec w = 0{e~^^). Les eqnations de Seiberg-Witten perturbees 
sont maintenant definie par 

D’/Ar = 0 

OU Br est la connexion de Chern induite par la metrique {gr, Jt) sur le fibre anti-canonique 
et Wr = (1 — La perturbation E^^ — g(4>o) + Wr est maintenant nnlle pour t < t — 2. 

A la limite on obtient les equations de Seiberg-Witten non perturbees (|^ pour la metrique 

g- 

Avec les memes demonstrations que cedes des propositions [l^, on obtient en utilisant le 
resultat de Biquard-Herzlich 

Proposition 18. Soit g une metrique d’Einstein asymptotiquement hyperbolique complexe 
et soit une suite de solutions des equations de Seiberg-Witten perturbees pour les 

approximations gr ■ Alors pour T sujfisamment grand, I’energie E'Jp{Ar,^T) est uniformement 
bornee. 

Comme la borne uniforme sur Tenergie est systematique, on a done : 

Proposition 19. Soit g une metrique d’Einstein asymptotiquement hyperbolique complexe 
sur M, munie d’une structure spiW adaptee. Soit {Ar, 4*r) une suite des equations de Seiberg- 
Witten perturbees relatives aux approximations asymptotiquement plates gr de g. Quitte a 
faire des changements de jauge et a extraire une sous-suite, converge sur tout com¬ 

pact de M vers une solution (A, d*) des equations de Seiberg-Witten non perturbees pour 
la metrique g telle que <1> — $0 G L^, a = A (g) G Ef et d*a = 0 pres de I’infini, avec 
(Ao,d>o) la solution standard des equations pour une metrique formelle Kahler-Einstein g, 
asymptotiquement hyperbolique complexe, definie sur le bout de M. 


Si g est d’Einstein, nous allons montrer, quitte a faire un changement de jauge, que la 
solution (A, 4)) possede une forte decroissance a Tinfini en nous servant de (^). 


4.2. Decroissance des solutions. Par commodite, on considere maintenant des solntions 
(A, 4>) des eqnations de Seiberg-Witten, on A est par convention une connexion definie sur 
la racine carree du fibre determinant Nons retrouvons ainsi une solution des equations 

precedentes par nn simple changement de variables (A, <h) —> (A (g) A, \/2<T) et 1 ’action du 
groupe de jauge Q = Map(M, est donnee par 

u ■ (A, <h) = (A -T —, u“^<f>). 

u 
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En linearisant les equations de Seiberg-Witten et Taction du groupe de jauge Q en la 
solution standard (-B, $ 0 ) des equations pour la metrique de Kahler Einstein g, on obtient 
les operateurs 

5i(m) = (du, —u^o) 

^ 2 ( 0 , (f) = {d'^a - {$0 ( 8 ) (/?* + (^ < 8 ) dJojo, + a • (T). 

L’adjoint formel de (^1 est donne par 

6l{a, ip) = d*a — zIm($Q(/?). 

On definit Toperateur V = 51 + 52 et son laplacien P = V*!). En notant Tespace de Sobolev 
a poids Efc 5 = on a la proposition : 

Proposition 20. II existe des constantes e,c,T > 0 telles que pour tout couple (a, ip) d 
support compact definit sur [T, +00 [ nul en t = T et tout <5 G [0,2 + e] on ait 

( 47 ) J \V{a,ip)\‘^e‘^^*vol > c J [\Va\'^ + \V + \a\^+ \p>?‘) 

oil P est Voperateur des equations linearisees modido Vaction du groupe de jauge en en 

{B,<^o)- 


II n’est pas difficile d’en deduire le corollaire suivant en notant 




j=0 


Corollaire 21. II existe des constantes e,T,Ck > 0 telles que pour toute configuration {a, ip) 
a support compact nulle en t = T et tout <5 G [0,2 + e] on ait 

(48) \\V{a,ip)\\q_^^^^g^ > Ck\\ia,ip)\\Li^^(^g). 

Un procede de bootstrapping, dans le cas ou g est une metrique d’Einstein, va nous per- 
mettre en s’appuyant sur ce corollaire d’obtenir une borne sur une solution {A, 4>) des 
equations de Seiberg-Witten non perturbees (i en partant d’une borne Lf. 

Si la metrique verifie g = g + on en deduit automatiquement que 

(49) + 0(e-(^+^)*) • 4>, 

oil le 0(e“(^+^)*) est la 1—forme donnee par et agissant sur par produit de 

Clifford. En utilisant le fait que 4) est borne en norme on en deduit ■ 4) est 

aussi un 0(e“(^+^^*). 

Mais d’apres (|4^), la metrique g comporte egalement une perturbation donnee par un 
tenseur k = 0(e~^*) defini sur la distribution de contact et anticommutant avec J. La 
variation de Toperateur de Dirac en fonction de la metrique est calculee precisement dans 


|BG| au theoreme 21 : en identifiant les fibres de spineurs par un isomorphisme canonique a 
celui realise par la metrique g, la variation infinitesimale de Toperateur de Dirac pour une 
variation k de metrique g est donnee par 


Di$ = - 


Cl{V^~^<I>) 


1 


{d^k + dtTgk) ■ <T, 


2 ' ^ ' 4: 

ou K est Tendomorphisme de TM defini par g~^k et Cl est la contraction par le produit de 
Clifford. On applique cette identite a B et ^0 et puisque 4>o est parallele le premier terme 
est nul. Comme k anticommute a J sa trace par rapport a g est nulle. Par ailleurs on a 
5^k = 0(e“®*) (cf. formule (7.16) de [|BiH | en faisant attention a la convention differente 
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sur la courbure scalaire). Comme g — g = 0{e on en deduit que pour un accroissement 
k = on a 6^k + dtigk = 0(e“®*) d’ou 

D|c^o = 0{e-^^). 

Les termes quadratiques et d’ordre superieur dans la variation de I’operateur de Dirac par 
rapport a la metrique (D^ — D^)<I) ont une decroissance encore plus forte. On en deduit 
finalement que la formule (^) reste valable pour toute metrique d’Einstein asymptotiquement 
hyperbolique complexe. 

Notons que le tenseur k correspond a une deformation infinitesimale de la metrique g 
laissant la forme symplectique invariante. II est facile d’en deduire que I’equation de Seiberg- 
Witten portant sur la courbure est perturbee par un terme a decroissance en 
lorsqu’on passe de g k g. 

Rappelons que (^, d*) est dans une jauge de Hodge pres de I’infini et les equations de 
Seiberg-Witten s’ecrivent par consequent sous la forme 

(50) V{a, ip) + Q{a, (f) + O = (zIm(<I>o, (p),0, 0) 


ou (/? = — ‘bo, a = A0 B~^, Q est un terme quadratique et V est I’operateur des equations 

de Seiberg-Witten pour la metrique g linearisees en Le terme quadratique Q{a,(p) 

admet une borne Lf. En effet 


Q{a,(p) = (0,a • (p,q{ip,(p))-, 

maintenant Vq{ip,ip) = 2q{Vip,ip) G puisque Vip ^ L? et ip borne en norme et de 
meme (Va) ■ ip ^ Lp‘ car Va G L?'. II nous reste a voir que a ■ Vip G L^. Par I’inclusion de 
Sobolev Lf C on a a G Par ailleurs, on a d’apres les equations de Seiberg-Witten 
DsV? = -a-ip. Comme ip G on en deduit que Ttsip G L^. De plus ip ^ et par ellipticite 
de I’operateur de Dirac, on en deduit une borne L\ sur ip. Einalement Vip G et on a une 
borne sur VQ(a, (/?). 

Remarque : puisque les operateurs D^ est defini a partir d’une metrique asymptotiquement 
hyperbolique complexe, les constantes de regularite elliptique locale peuvent etre choisies 
independamment du centre des boules ce qui justifie le raisonnement de bootstrapping ci- 
dessus. 

D’apres (^) on a done une borne L\ sur D(a, ip). On en deduit une borne L\ sur D(xt(o, p)), 
oil XT est la fonction de troncature definie a la section puis via le corollaire |2l| on en 
deduit que (a, p) est dans Ln reiterant ce raisonnement, on montre que (a, p) G pour 
tout k. 


Corollaire 22. La solution (^,‘b) des equations de Seiberg-Witten non perturbees ^ pour 
la metrique d’Einstein asymptotiquement hyperbolique complexe g, en jauge de Hodge pres de 
I’infini, obtenue dans la proposition [I^ verifie A (g) B~^ £ et ‘b — <bo G pour tout k. 

On a maintenant obtenu une regularite suffisante sur la solution {A, <b) pour fixer une 
jauge de Coulomb pres de I’infini. 

Lemme 23. Soit {A, <b) une configuration telle que A — B £ et ‘b — <bo G avec k >2. 
Alors on peut faire un changement de jauge sur le bout de M ri{t > T}, avec T suffisamment 
grand, de la forme avec e“ — 1 G tel qu’on ait — H, <b — <bo) = 0, oil est 

faction linearisee du groupe de jauge en (i?,<bo). 

Demonstration. — On introduit les espaces Wk qui sont les completes pour la norme L| 
des fonctions (formes, sections) a support compact definies pour t > T et nulles en t = T. 
On considere Taction du groupe de jauge entre les espaces 

{{A,<^)/a,pGWket6l{a,p)=0}x{uGWk+i} {{A,<^)/a,p e Wk} 

((H,$),u) ^ (H + dn,e-“$), 
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oii Ton a note (a, ^p) = —$o)- Cette fleche est definie a condition de choisir k > 3, 

afin d’avoir I’inclusion continue C C^. Nous allons voir que c’est un diffeomorphisme local 
pres de {{B, <l>o), 0). II sufRt de montrer que la differentielle en ce point est un isomorphisme, 
c’est a dire de montrer qu’etant donne (d, cp) G Wk il existe un unique u G Wk+i qui resout 
infinitesimalement le probleme de la jauge de Coulomb (5jj'(5i(tt) = —II suffit done de 
montrer que djj'di : W^+i est un isomorphisme. On calcule aisement 

= d* du + 


d’ou 


/< 


(didi(u),u)vol > |d>oP J 
et on en deduit une constante c > 0 telle que 
(51) ||u||i2 < c||(5i(5i(u)||. 


ttPvol; 


Par ailleurs, compte tenu du fait que la metrique est asymptotiquement hyperbolique, les 
constantes des estimations elliptiques locales sur les boules de rayon 1 

< ck {\\u\\l2 + ||<5]‘<5i(u)||^2) 

peuvent etre choisie independamment du centre de la boule. En partant de (^), on en deduit 
des constantes telles que 

11^11^1+2 - 

ou les normes sont prises sur M tout entier; I’operateur est done un isomorphisme. 

Soit {A, <b) une configuration telle que dans I’enonce du corollaire. Notons (a, p)) = {A® 
B~^ , <I> —<I>o) et posons At = B + xtcl et = ^q + xtP> ou xt est la fonction de troncature 
definie a la fin de la section Lorsque T tend vers I’infini, {At, tend vers {B, <I>o) en 
norme L|. On en deduit la jauge de Coulomb souhaitee pour T sufiisamment grand. □ 


Remarque : soit cr une section de fibre (forme, spineur) telle que a G Alors 

/ OO 

e-(4+2^)‘(Va,a)e(4+2'5)icit; 


par inegalite de Cauchy-Schwarz, il vient 

g-2(2+5)t 


(52) 


WitW < 


4 + 2(5 


poo 

I 


^\2^iA+25)tdt 


En utilisant I’inclusion continue C sur on en deduit en integrant sur Y que 
a, V(T,..., V^“^(T sont des 0(e“^^+^)*) 

En particulier, on sait automatiquement que pour la solution des equations de Seiberg- 
Witten obtenue dans la proposition 0, placee dans une jauge de Coulomb pres de I’infini via 
le lemme A — S et d* — $0 et leurs derivees ont une decroissance en 0(e“^*). 

Du corollaire 2}_, nous deduisons maintenant le resultat souhaite pour les metriques d’E- 
instein asymptotiquement hyperbolique. 


Corollaire 24. Soit (A, <b) = {B + a, $0 ++) une solution des equations de Seiberg-Witten 
pour une metrique d’Einstein g asymptotiquement hyperbolique complexe avec a, ip G L\. 
Alors il existe un e > 0 suffisamment petit tel que dans une jauge de Coulomb pres de I’infini, 
a, ip et leurs derives d’ordre arbitrairement grand ont une decroissance en O (e“^4+£)*^ 

Demonstration. — On peut quitte a multiplier par une fonction de troncature supposer 
que a, ip est nulle en t = T. Plagons nous dans une jauge telle que (5j'(o, +) = 0 pres de I’infini 
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suivant lemme En reprenant la discussion menant a (M), on voit que les equations de 
Seiberg-Witten s’ecrivent pres de I’infini en jauge de Coulomb 


(53) 


I?(a, ip) + Q{a, p) + 0 {e = 0. 


A partir de cette identite, un argument de bootstrapping base sur le corollaire n et la remar- 
que (K) va nous donner la decroissance voulue : on salt deja que a,p ^ L\ et leurs derivees 
jusqu’a I’ordre k — 2> ont une decroissance en ; on en deduit en utilisant I’equation (^) 
que I?(a, (/?) = 0(e“^*) (oil le O porte sur les derivees jusqu’a I’ordre k — 2>). On a done 
I?(a, p) G et on en deduit en utilisant le corollaire ^ que (a, p) est lui aussi dans 

L ^_3 ; e’est done un 0(e“^/^*) a I’ordre — 6 par la remarque (^2|). On reitere le raison- 

nement, precedent : Q{a^p) est un 0(e“'^/^*) i’ordre /c — 6 et en choisissant une constante 
0 < e' < min(e,8) on en deduit d’apres (|5^) que D{a,p) = On applique a 

nouveau le corollaire avec 4 < (5 < 4 + e' et on en deduit que que (a, p) = 0{e a 

I’ordre /c — 6, d’oii le resultat en partant de k sufRsamment grand. □ 


On deduit immediatement de la proposition 19 et du corollaire ^ le theoreme suivant : 


Theoreme 25. Soit g une metrique d’Einstein asymptotiquement hyperholique et gr sa suite 
d’approximations asymptotiquement plates sur une variete orientable munie d’une struc¬ 
ture spin‘s adaptee. Soit (A,-, <!>,-) une suite de solutions des equations de Seiberg-Witten 
perturbees associees aux metriques gr- Quitte a faire des changements de jauge et a 

extraire une sous suite, on peut supposer que {A-r, converge sur tout compact au sens 
vers une solution (A, 4>) des equations de Seiberg-Witten non perturbees, 

D^4> = 0 

Ft = q{<^), 


telle que A® B <1> — 4>o ei leurs derivees sont des O (e A+W) e > 0. 


Le theoreme ^ est nne reformulation de ce dernier resultat sans la technique. 

4.3. Laplacien de Seiberg-Witten. La fin de cette section est dediee a la demonstration 
de la proposition ^ Nons commengons pas examiner precisement I’operateur P dans un 
lemme calculatoire. 

Lemme 26. Pour une metrique hermitienne et des champs {a, p) nuls en t = T, le lapla¬ 
cien P des equations de Seiberg-Witten linearisees en relativement a la metrique de 

Kdhler-Einstein g verifie 

(54) [ {P{a,p),{a,p))e^^^YoP = 

Jt>T 

|(Aa,a) + (AQ;,a) + (A7,7) - |(|a|^ + |ap + |7p)|e^'^*vol^. 

Demonstration. — Pour ce calcul, nous aurons besoin des resultats suivants ou on utilise 
la convention {A,B) = ^tTcA*B pour le produit hermitien sur End(VE) : 










RIGIDITE D’EINSTEIN DU PLAN HYPERBOLIQUE COMPLEXE 


25 


Lemme 27. Etant donnees T, rj des sections de W~^, Endo(VF'''), on a : 


(55) 

\p{v)\^=2\p\^ 

(56) 

i{$*®d>}o|2= 

(57) 

(T, {<1>*®99 + p*^^}o) = yreb, p) + ^{Tp, CD) 

(58) 

P = + (/p*(g)<i>}oP + Im(<L, p)\^. 


Nous noterons dans ce qui suit / = ig^a. On a alors la formule de Leibniz 
I?[(a, ^p) + 25e^^^{—f, p{dt A a)^,dt ■ (p), 

done 

(59) J {P{a, p), (a, p)}e^^*vol = J \V{a, p)\^ + 25{'D{a, p), (—/, p{dt A a)’*', dt ■ p))e‘^^^vol. 

Calculons le premier terme : 

|2?(a, p)\‘^ = \d*al"^ + |Im(<l>, p)\^ — 2{d*a, ilm(<l>, p)) 

+ 2\d+af + !{$*«)(/? + - 2(d+a, + (^*«)$}o) 

+ + |ap|<bp + 2(Y)y^p, a • d>). 

D’apres et ([^) il vient 

\V{a, p)\^ = \d*a\^ + 2|d+a|2 + \DaP? + 2{T>aP, a ■ $) 

- 2{{d*a + d+o) • <L, (/?) + |‘bp(|ap + \p\'^). 
Maintenant, integrons par parties le terme (J^aP-,cl ■ <1>) ; 

J (Dap, a ■ <l>)e^'^Vol = J 25{p^ dt ■ a ■ <l>)e^‘^* + {p, D^a • <l>)e^'^*vol, 

or 

(60) D/i(a • <L) = {da + d*a) • <L — a • — 2 tr a(8)V"^$. 

En effet : choisissons une base locale (e*) orthonormale parallele en un point; alors 


0^(0 • d)) = ^ Ci • vf.{ajej ■ <b) = '^daj{ei)ei ■ ej ■ ^ + ajet ■ Vaiej) ■ ^ + ajCt ■ e^V^.d* 
i,j i,j 

= {da + d*a) • d> - a • - 2 ^ 


d’oii le resultat. 

Notons que (a (g) p, = ((/?,ti' a®V"^d>) ; alors 


(61) y |P(a, (^)pe^'^Vol = y |d*ap + 2|d+a|^ + |Dav?P + |<l>|^(|aP + Iv^l^) 

+ 4:6{p, dt ■ a - ^) — 2{p, a ■ D^<I)) — 4(a (g) p, V"^<l>)e^^*vol. 

Dans le cas ou (A, <1>) = {B,^o), on a |<bp = —D^<1> = 0 et = 0; les deux derniers 

termes de I’integrale sont done nuls. 
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Maintenant, 

2(5 J {'D{a,ip),{-f,p{dtAa)^,dt-ip))e‘^^^vol = 26 j ((i*a,-/) + (/, ilm(^>, ¥?)) + (Da</?, 

+ {a ■ ■ (f) + {p'^{dt A a),p'^{da) — {$*099 + 99*(8)<^}o)e^'^Vol 

ce qui (i’apres le lemme ( p 7 |) est egal a 

(62) 26 J {d*a, —f) + 2{{dt A 'y)~^ ,d'^a) + 2(o • $, dt • (^) + (Dy4(^, dt ■ {p)e^^^vol. 

On applique la formule (ie Lichnerowicz : 

(63) J\DAP>\‘^e^^^vol = J{VaVa^,^p) + + {F^ • D^(^, 99)e^^*vol. 

En decomposant 99 = (0,7), = (^Z— 0 ) il vient 


{Fa ■^,^) = = ^(|7P - l«P)- 

Finalement, en integrant par parties on voit apparaitre 
(64) 

j{P{a,V’), ia,<p))e^^^vo\ = j |(Aa,o) + {Aa,a) + {A-f,j) - |(|ap + |ap + |7p)|e2'^*vol, 

oil A designe le laplacien de la metrique metrique de Kahler-Einstein g sur les formes. □ 

II s’agit maintenant d’analyser chacun des 3 laplaciens intervenant dans le lemme prece¬ 
dent. Comme la metrique g n’a pas de formule explicite, nous allons plutot faire les calculs 
dans un premier temps par rapport a la metrique asymptotiquement hyperbolique complexe 
g = dt^ + s\^{2t)p + sh^(t)7, et de la structure presque complexe J. 

Nous avons deja traite la question des 1-formes dans un cadre plus general : on part de 


(^) applique a la metrique g et une 1-forme a support compact a = fdt -|- qsh.{2t)p + b, ou 
= inb = 0, nulle en t = T. Dans ce cas, ^ = 1 -|- 0(e“*), fe) = 3 -|- 0(e“*) et on 

obtient 

(65) 

( 66 ) 

(67) 


(A»a,a)e2‘5Vol3* > 


-dt + 2hdt-l + 0{e-^))fj 


IM‘ 

+(^{—0^ + 2hdt — 1 -|- 0(e ^))q, q^ 

+((-Vft + 2W9, - 3 + 0(e-*))6,6)}e2'5VoF*. 


Soit A^ le laplacien defini a I’aide de la differentielle restreinte aux directions de la structure 
de contact et de I’operateur de Hodge sur la structure de contact donne par bA*b = sh^{t)dp. 
Soit le champ de vecteurs x = sh.~^{2t)R. Un calcul direct montre que le laplacien sur les 
fonctions est donne sur le bout de M par 

A^a = {-d^ +2h-x^ + A^)a. 

On en deduit en integrant par parties sur Y que 

(68) /(A^a, a)e^‘^*voU > f /{—df + 2hdt)voF. 


Jt Jt ^ 

II faut maintenant s’occuper du laplacien sur les (0, 2) formes. Pour la metrique 5, le 
laplacien sur les (0, 2) formes est donne via les identites kahleriennes par A7 = 2dd 7; nous 
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allons done plutot nous interesser a ce laplacien de Dolbeaut par rapport a la metrique g. 
On definit le champ de vecteur et la 1-forme differentielle de types (1,0) 

dt — ix 


A' = 


et Q, = dt + is\i{2t)ri. 


On verifie facilement que 
(69) dn = dn = 


2i 2i 

dt A sh{2t)ri + sh‘^{t)dr] = 2ioj^ + 0(e“*), 


th( 2 t) 


th{t) 


on est la forme de Kahler de {g, J). D’autre part dQ = 0. 

Tonte (0, 2)-forme pent s’ecrire de la maniere suivante 

7 = O A /i, 

on g est une famille de (0, l)-formes sur la distribntion de contact Maintenant, I’identite 
kahlerienne A7 = 2dd 7 = —2idkd^ permet de calculer facilement le laplacien : tout d’abord 
07 = dVl A g — ^ A dg ; en notant les derivations dans les directions de la distribution de 
contact, onadg = ^Ak!-g + d^g. Par la formule (|^, il vient 

07 = —2idt A sh{2t)r] A (d:" -|- th“^(2t)) • g — {Ad^g)Q A sh^{t)dg. 

En contractant avec la forme de Kahler to = dt A sh(2f)r/ -|- sh‘^{t)dr], on obtient 

A 07 = —Ad^gQ — 2i{X A- th“^(2t)) • g. 

Alors 

A ^7 = — 2 i 0 A 07 = 0 A A^/i — dA" ■ X ■ g — AX ■ (th“^(2t)^) 

Or 

^ -X = dt^ + x'^ + 


2i 
th( 2 t) 


X. 


Comme dt ■ g = A/g^g + th ^{t)g, le laplacien s’ecrit fin alement 


(70) 


A »7 = O A [ - + 2hVo, -x'^ -Aix + A^ -3 + 0(e"*) 




oil A^g = —2id'\d"')*g. Puis en integrant par parties suivant K, et en majorant 


. ,-r^h 


\x ■ g\^ — {Aix ■ g, g) > —4|/i|" 


on en deduit que 

//A. 9 -, 


^(A^ 7 , 7 )e"''’VoF* > J (^{-V+ 2hV-7 + 0{e ^))'y,'y)e"‘^\ol^. 


4.4. Conclusion. Dans chacun des cas etudies, le laplacien agit sur une forme a de sorte 
que, 

^((A^ — ^)cj, a)e'^^^YoW > J^{{—Vg^a + 2hVg^a + K)a, (T)e^^*voF. 

oil d’apres (|6^ , |^ , [7T|) , k est une constante telle qne k > —s/2 — 7 + 0(e“*) = 5 + 0{e~^). En 
integrant par parties suivant t et en ntilisant I’hypothese de nullite de u en t = T, il vient 


dt 

Jt>T 

Par ailleurs, pour c > 0 


(-Via, ct) + 2/i(Vat(T,fj)e^‘^VoF = / 25(Vai(T,a) + |Vaif7|"'e""’*voF. 


2 251 


-2{Vg^a,a)<c iVajirl +c|fT 










28 


YANN ROLLIN 


En appliquant les deux inegalites precedentes, il vient 


J ((A® — -)a,a)e‘^^^voW > j 2{5 — c){Vg^a,a) + {k — c^)|cTpe^'^*voE 

> J \2{5 — c){h — 6) + {k — (?)\\a\^e^^^Yo\K 

En choisissant c = J — /i, on obtient I’inegalite 


(72) 


lt>T 


((A^ — -)cr, (T)e^'^*vol^ > / [k + h? — 5^ + 0(e \a\^\ 

2 Jt>T 

compte tenu de I’inegalite /i < /iq < 0, le terme k + /i^ — est positif si 

0 < (5 < k^ + Kq] 

choisissant T suffisamment grand, on a k + > 2. 


en 


Les metrique g et g different par un 0{e En utilisant I’inegalite ([72|) et le lemme 
on en deduit ainsi le lemme suivant : 


Lemme 28. II existe e, c, T > 0 tels que pour tout couple (a, ip) a support dans {t > T} x Y 
nul en t = T et 6 G [0,2 + e] on ait 

J{P{a, (p), (a, p))e‘^^^voY ^ j (I+ W?) e^'^VoF, 
les normes etant prises par rapport a la metrique g. 


On pent maintenant facilement demontrer la proposition 20. Demonstration de la propo¬ 
sition Wh: 


D’apres le lemme et la formule (pOD, on a pour tout A > 0 
j ((1 + 6X)\D{a, p)\‘^ + + |ap)) vol > c J (|Vap + + \a\^ + |(/?|^)e^'^Vol; 

en choisissant A suffisamment grand, on en deduit la proposition. □ 


5. Demonstration du theoreme |I] 


On commence par une proposition similaire a celle du cas compact et qui est la clef de la 
demonstration. 

Proposition 29. Soit une variete orientee munie d’une metrique g d’Einstein asymp- 
totiquement hyperbolique et d’une structure spin'^ adaptee. Supposons que les equations de 
Seiberg-Witten associees admettent une solution (A, d>) telle que dans le theoreme |^. 

(73) / s^vol + SFa a > 0, 

Jm 

avec egalite si et seulement si la metrique est de Kdhler-Einstein. Dans ce cas, on a = 0 
et la structure complexe se deduit de g et . 


Demonstration. — On procede comme sur les varietes compactes. D’apres la formule de 
Lichnerowicz et les equations de Seiberg-Witten, 

0 = 4:{V*aVa^, + |$|^. 

On multiplie cette identite par la fonction de troncature tf^to = 1 “ Xto ; oh Xto a ete definie 
a la fin de la section 2^. En appliquant I’inegalite de Cauchy-Schwarz, il vient 

j ((VA$,#io ® ^) + I^I^V’to) vol < s^V’toVol j l^lVtoVol 
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Puisque Vy 4 <I> = 0(e ce terme est et on en deduit en utilisant la borne sur <I> 

que f {'VA^,d^to d>) tend vers 0 lorsque to tend vers I’infini. II en resulte que 

J l^l^vol > 0, 

avec egalite si et seulement si = 0. D’apres les eqnations de Seiberg-Witten |<b|^ = 

8|F^p. Puisque Fa est imaginaire pure, |Fj|'pvol = —Fa A Fa + |-Fj^pvol, et on en deduit 
I’inegalite de la proposition. Le cas d’egalite entraine que F^ = 0 et = 0 et on obtient 
alors une structure complexe a I’aide de la metrique et de la 2-forme autoduale parallele 
V^Fa/\Fa\ pour laquelle la metrique est kahlerienne. □ 

Reciproquement, on a le lemme suivant : 

Lemme 30. Si M admet une metrique de Kdhler-Einstein asymptotiquement hyperbolique 
g, alors les equations de Seiberg-Witten pour toute metrique d’Einstein asymptotiquement 
symetrique g (relativement a la meme structure de contact) et la structure spin^ canonique 
5o de 'g admettent une solution. 


Demonstration. — La metrique de Kahler-Einstein definit un remplissage symplectique de 
M avec son bord de contact Y a I’infini. D’apres | KM |, on a alors 5iy(so) = 1; on en deduit 
une suite de solutions {Ar,^T) des equations perturbees pour les metriques gr approximant 
g. En appliquant le theoreme on obtient la solntion vonlue. □ 


Einalement, sous les hypotheses du theoreme 1, on obtient pour g une solution {A, d>) des 
equation de Seiberg-Witten pour la structure spin‘s canonique de Si B est la connexion 
de Chern de K~},2 pour metrique hyperbolique complexe, on salt alors que Fb = et 

= 0 d’ou 


(74) j ^ 48|LP- |2) vol^ + 8FbAFb = 0 

En choisissant une jange ou la decroissance est dn type A — B = on voit en 

appliquant la formule de Stockes que 


Fa^ Fa — Fb/\Fb = 2 


J d{{A-B)AFB) = 0. 


Pour des metriques d’Einstein asymptotiqnement hyperboliques, 2|kE“f + ^ est I’inte- 
grant de 2% — 3t{M) et diverge mais la difference entre les termes de bord pour la metrique 
g et pour g^ tend vers 0 d’apres [ BiH |. On en deduit d’apres {74) que 

[ {si + 48|W-|2) voP + 8Fa A = 0, 


ce qui entraine d’apres le lemme que la metrique g est en realite de Kahler-Einstein 
avec W~ = 0. Puisqne g est de Kahler-Einstein et antoduale il s’agit par conseqnent de la 
metrique hyperbolique complexe. 


6 . Monopoles et structures CR 


Le theoreme H permet de montrer qu’il existe des liens importants entre la geometric 
d’une variete K^munie d’une structure CR et les varietes munies de metriques d’Ein¬ 
stein asymptotiquement hyperboliques complexes d’infini conforme Y. On dira que la variete 
d’Einstein M est un remplissage de Y. On a alors le corollaire suivant : 
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Corollaire 31 (Biquard, [|Bi3[| ). Soit une variete munie d’une structure CR et une 
variete munie d’une metrique d’Einstein g asymptotiquement hyperbolique d’infini conforme 
Y. Supposons de plus M munie d’une structure spin'’ adaptee s avec un invariant de Kronheimer- 
Mrowka SW^s) ^ 0. On a alors I’inegalite de Miyaoka-Yau 


(75) 0 < x(M) - 3r(M) + u{do 


= 8 ? 







oil V est I’invariant de la structure CR d I’infini defini dans 111]- De plus on a egalite si et 
seulement si la metrique g est hyperbolique complexe. 


Notons que I’egalite de (|7q ) est etablie dans | BiH |. 

Demonstration. — Par hypothese I’invariant de Seiberg-Witten est non nul; par con¬ 
sequent la dimension virtuelle de I’espace des modnles est positive ou nnlle soit (cf. [|KM |, 
th. 2.4) 

d(s) = (e(bP+,$o),[X,aX]) >0, 

avec e(lP+,4>o) la classe d’Enler relative du fibre des spineurs W~^. 

On calcule maintenant ce nombre caracteristique via la theorie de Chern-Weil. Soit 
la connexion de Chern du fibre anti-canonique induite par la metrique de Kahler-Einstein 
g definie pres de I’infini. On etend Aq et g arbitrairement au dessus de M tout entier par 
partition de I’unite. On en deduit une connexion spinorielle Vy 4 (, sur telle que VAo'bo = 0 
pres de I’infini. En ce qui concerne la construction de la classe de Thom U de , on se 


referera a [ BGV |, section 1.6. Soit 4^ un spineur de W~^ transverse a la section nulle et egal 
a 4>o pres de I’infini. On a la formule de transgression 


(76) 


Pf(i?(VAo)) - = T A e-(^'l'^lV2)+irVAo'l'+it(VAo)^ 


ou T : 0(M, AIE"'') —> Cl{M) est I’integrale de Berezin et la courbure RiyA q) a ete identifiee 
a un element de D?{M, . Comme <l>o est parallele, on en deduit que I’integrale de (^) 

est a support compact. Par consequent, 


{e{W+yo)AX,dX])= / Pf(i?(VAo))vol5 

Jm 


Soit {A, <b) une solution des equations de Seiberg-Witten fournie par le theoreme |^. On en 
deduit une connexion spinorielle Va grace a la metrique g ; alors en utilisant la decroissance 
de A —Aq et la formule de Stockes on obtient f FaAFa — Faq CFaq = 0. Par ailleurs, d’apres 
[BiH|, on a 



+ i2 + ^UoF_ 2|W/p--|Ricg|2 + 


^ ) voF = 0 . 
24 i 


II en resulte que 


En utilisant la proposition on obtient I’inegalite 

" - 4^ /m (I - - i) i /„ - \K\’ + I) vol». 
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avec egalite si et seulement si = 0 et la metrique g est Kahler-Einstein, ce qui implique 
que la metrique g est en fait hyperbolique complexe. □ 
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